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KLUCZOWE
PY TANIE # |

Co to jest zmienna losowa!

»



 /mienna losowa

/ZMIENNA LOSOWA

» kula, X

» Realizacja zmiennej losowe
» czerwona kula, X = ¢

» biata kula, X =0b

* Prawdopodobienstwo
» Pr(X=c) =9/16
» Pr(X=b) =7/16




/ZMIENNA LOSOWA

Obserwowana cecha obiektow lub zjawisk o charakterze
losowym (stochastycznym)

~unkcja lub odwzorowanie obiektu w przestrzen liczbowa,.

Jesl wartosc zmiennej losowe| nalezy do zbioru skonczonego

ub przeliczalnego, to mowimy o zmienne dysretne.

Jesli zmienna losowa przyjmuje dowolne wartosci liczbowe, to

jest to zmienna losowa ciggta.
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KLUCZOWE
PY TANIE #2

Co to jest rozkiad
prawdopodobienstwa
zmienne| losowe)?




ROZKEAD
PRAWDOPODOBIENISTWA

- Rozktad zmienne| losowe| dyskretnej jest to zbidr wartosci

prawdopodobienstwa dla okreslonych realizacji tej zmienne)

» Poniewaz zmienna losowa ciggfa przyjmuje dowolne wartosci z

okreslonego przedziatu, prawdopodobienstwo jej realizac)i w

danym punkcie zawsze wynosi 0. D

atego rozktad zmienng

losowe] ciagtej opisujemy za pomocg funckji gestosci

prawdopodobienstwa.



ROZKEAD ZMIENNE
LOSOWE| DYSKRETNE]

Rzut kostka do gry Rozkiad rownomierny

Rzut kostka

Suma .00



ROZKEAD ZMIENNE]
LOSOWE| DYSKRETNE]

Oceny z kolokwium Wartosci skupione miedzy 3+ a 4

Oceny z kolokwium
Ocena, X

Suma .00



PARAMETRY ROZKt ADU
ZMIENNE] DYSKRETNE

* Wartos¢ oczekiwana, EX — wartosc, wokot ktore) skupliajg sie wartoscl zmienne
przy wielokrotnym powtarzaniu eksperymentu.

2
* Warlancja, 0 — miara rozproszenia wartosci zmienne] wokot wartosc

oczekiwane.

* Odchylenie standardowe, O — charakteryzuje rozrzut zbioru wartosci zmienne
wokot wartoscl oczekiwane.

EXo N nP{X—a}

0?2=) (zi— EX)°P{X ==} o =Vo?



DYSTRYBUANTA ZMIENNE]

| OSOWE]

» Dystrybuantg zmiennej losowe] X nazywamy funkcje

okreslong na zbiorze liczb rzeczywistych, zdefiniowang jako:

F(z) = P{X <z},

Oceny z kolokwium F(X)
A
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PARAME TRY ROZKrADU
/ZMIENNE] DYSKRETNE] - CD.

- Kwantyl rzedu p zmienne] X jest to taka liczba xp, ze

F(zp) =p

- Kwantylem rzedu p jest taka wartosc x, zmienne] losowe] X,
ze wartoscl rowne lub mniejsze od X, przyjmowane sg z
prawdopodobienstwem co najmniej p.



PARAME TRY ROZKrADU
/ZMIENNE] DYSKRETNE] - CD.

» Mediana — kwantyl rzedu 1/2
» Kwartyl — kwantyle rzedu 1/4, 2/4, 3/4
» Kwintyl — kwantyle rzedu 1/5,2/5, 3/5,4/5

R Reent - kwantyle rzedu 1/100, ... 997100



OBLICZANIE KWANTYLI —
PRZY KL AD

Przypus¢my, ze zmierzono lloraz inteligencji u 20 osob.

Wyniki uszeregowano w kolejnosci rosnacey:
eret 60 65,92, 94, 97,938,978, 100, 101, 01, 104, 104, 106, 109, |12 HFSSEZ2E MEvs

Kwantylem rzedu 0.25 jest liczba 92, gdyz |/4 populacji ma
wartos¢ mniejszg lub rowng 92.

Kwantylem rzedu 0./5 jest liczba 106.

%\ % C ;

https://pl.wikipedia.org/wiki/Kwantyl \\,\gég




WYKRES PUDELKOWY

X
A
loraz inteligengi 40 - mMaximum
W probie: ol T
i
74,80, 80, 85,92, 94,97, 98, 1k Q3
98,100, 101, 101, 104, 104, .
106, 109, 112, 115, 128, 137 100 mediana
IO Ql
60 —+ MINIMUM




TYPY ROZKEADOW ZMIENNE]
| OSOWE| DYSKRETNE

* Rownomierny
- Zero-jedynkowy
* Dwumianowy / Bernoulliego

* Polissona

» Geometryczny



ROZKLAD ZERO-JEDYNKOWY

Rozktad zero-jedynkowy charakteryzuje sie tym, ze realizacja
zmienne| losowe] moze przyjmowac dwie wartosc,
i (O (U]l

§b2 Eez /i, ro<= 1) = p, zas Pr(X=0) =g = =6

Funkcja masy prawdopodobienstwa:
f(k;p) =p"(1—p)'™"  ke{0,1}

=G = p(l-p)



ROZKLAD DWUMIANOWY

* Schemat Bernoulliego: wykonujemy n razy
dosSwiadczenie, ktore moze zakonczyc sie
jednym z dwaoch wynikow: sukcesem lub
porazka, z prawodopodbienstwami
odpowlednio p oraz g=|—p.

« /Zmienna losowa zdefiniowana jako liczba
sukcesow w n probach ma rozktad
dwumianowy (Bernoulliego) okreslony wzorem:

RO — o p"f (1— p)”_’“ Jacob Bernoull
k 16551705

16 {0k e )



ROZKEAD DWUMIANOWY —
PRZY KL ADY

Wedtug danych statystycznych (Diagnoza Spoteczna 201 3) liczba
palaczy w Polsce wynosi ok. 26 proc. (8,5 min osob)

Zatozmy, ze proba losowa wynosi |5 0sob.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze 5 0sob
z te] proby pali papierosy!

15!
.0.26° - (1 — 0.26)1575) = 17.6%
5/(15 — 5)! ( ) X




ROZKLAD DWUMIANOWY —
PRZYKEAD # |

» Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w probie beda

dwie lub mniej oséb palgcych?

P(z <=2)= P(z = 2) + P(z = 1) + P(z = 0)
= 0.1416 + 0.0576 + 0.0109
— s

>>> 1mport scipy, Ssclipy.stats

>>> pmf = scipy.stats.binom.pmf (x,n,p)



ROZKLAD DWUMIANOWY —
/A O/ZENIA

* Wzor Bernoulliego ma zastosowanie dla dowolnej zmiennej losowe,

zdefiniowanej jako liczba sukcesow w probie n-krotnej, przy czym
» liczba n jest ustalona z gory,

» prawdopodobienstwo sukcesu p nie zmienia sie z proby na
probe,

» proby sa niezalezne od siebie.

* Przy spemieniu powyzszych wymagan mowimy, ze zmienna losowa
ma rozktad dwumianowy.
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KLUCZOWE
PY TANIE #3

Dlaczeso mowimy o rozkfadzie
prawdopodobienstwa
zmienng| losowe)?




ROZKEAD DWUMIANOWY —
PRZYKEAD #2

* Rozktad dwumianowy ma kluczowe zastosowanie w analizie jednorodne]

broby danych nominalnych

* Przyktad: oszacowanie szans przezycia dziecl przedwczesnie urodzonych
(John Hopkins Hospital, Baltimore, Maryland, USA)

* Préba: 39 noworodkdw urodzonych w 25 tygodniu cigzy. 31 dzieci dozyto

CO Ngmniej 6 miesigca.

- Wszystkie dzieci byty poddawane tym samym zabiegom podtrzymujacym
zycie. W przeciwnym przypadku bytaby to proba mieszana.

A



ROZKEAD DWUMIANOWY —
PRZYKEAD #2

 Realizacja zmienne] losowe| przyjmuje dwie wartoscl — dziecko dozyje co
najmnie] do 6-ego miesigca albo nie.

« / obserwacji danych historycznych wynika, ze prawdopodobienstwo przezycia
wynosi 31/39 = 79,5%.

- Stawiamy pytanie, jaka jest rzeczywista szansa na przezycie cate] populacji?
Chcemy miec okreslonag pewnos¢, ze ten wskaznik nie bedzie znaczaco odbiegat
od wartosci szacunkowe]. W tym celu postugujemy sie pojeciem przedziatu
ufnosci.

« Jatdzmy, ze chcemy z 95% pewnoscig znac przedziat, w ktorym miesci sie
prawdziwa wartos¢ prawdopodobienstwa przezycia.

s



ROZKEAD DWUMIANOWY —
PRZYKEAD #2

* Niezaleznie od proby, liczba noworodkow, ktora dozyje co najmniej
6-€g0 Miesigca po porodzie, bedzie miata rozktad dwumianowy.

* Przedziat ufnosci oznaczamy jako (pi, bu).

* Poziom ufnosci 95% oznacza, ze prawdopodobienstwo p| uzyskania
wartosci estymowane] (/9,0%) lub wieksze| nie moze by¢ mnigjsze niz
2,57, a prawdopodoblienstwo py; uzyskania wartosci estymowanej lub
mniejsze| nie bedzie wieksze niz 2,5%.

* Na poczatku sprobujmy wyznaczyC p; postugujac sie wytgcznie intuicja. ..

Dl



ROZKEAD DWUMIANOWY —
PRZYKEAD #2

* Niech p| = 50%.

* Wowczas prawdopodobienstwo tego, ze z proby 39 noworodkow-
wczesniakow przezyje co najmniej 31 dzieci wynosi 0,015%.

P(z>31) =Plz=31)+P(z=32)+...

= 3% .0.5%1(1 — 0.5)®

= 0.00015

7S



ROZKLAD DWUMIANOWY —
PRZYKEAD #2

import scipy, scipy.stats, numpy
n = 39

k = scipy.linspace (31, 39, 9)

plL = scilipy.linspace (0.5, 0.7, 100)

0.14

0.12}

0.10 -

bound = numpy.zeros (100) + 0.025
pmf = numpy.zeros (100)

0.08 |-

for i in range (0, 100):
pmf[i] = sum(scipy.stats.binom.pmf (k, n,

pL[il)) 0.04] PL — 63,5%

0.06 -

plt show ( ) 0.50 0.55 0.60 0.165 0.70

import matplotlib.pyplot as plt 0.025
plt.plot (pL, pmf, 'b', plL, . ﬁ_#_——”////////
bound, 'r', linewidth=2) e 0.00 |
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ROZKLAD DWUMIANOWY —
PRZYKEAD #2

scipy.linspace (0, 31, 32)

0.25 : : : , ,
39

0.20 -

0.15F

0.10

by = 90,/7% _ NEI ppziomie ufnosci .95%
00s| prawdopodobienstwo przezycia noworodka
(dla catej poplacji) urodzonego w 25
ol }2094_ 1 tygodniu cigzy miesci sie w przedziale

(63,5%: 90,7%).

T



« t-Studenta

ROZKEADY ZMIENNE]
| OSOWE| CIAGLE]

* Jednostajny

Oceny z kolokwium

* Wyktadniczy

* Normalny / Gaussa

* X-kwadrat




ROZKEAD NORMALNY —
ODKRYWCY

P
Abraham de Moivre Carl Friedrich Gauf3 Pierre-Simon Laplace
| 667-1754 | 777-1855 | 749-1827

S



ROZKrAD NORMALNY

« Obserwacja wielu zjawisk w przyrodzie pozwala stwierdzi¢, ze odbywaja sie one
zgodnie z rozktadem normalnym, lub bardzo zblizonym do niego.

* Wynika to z centralnego twierdzenia granicznego, ktore stanowi, ze suma duze

liczby zmiennych losowych o dowolnym, takim samym rozktadzie zbliza sie do rozktadu
normalnego.

* Parametrami rozkfadu normalnego jest wartosc srednia 1 odchylenie standardowe.

* Funkgja gestoscl prawdopodoblienstwa wyraza sie wzorem:

1 G 9% — U :
fuete)= e -3 (55 >}
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ROZKrAD NORMALNY

* Jezeli zmienna X ma rozktad N(M,0), to zmienna £L=(X—H)/0 ma rozktad
N(O, 1) zwany standardowym rozktadem normalnym.

» (Gestosc | dsytrybuanta tego rozktadu wyrazajg sie wzorami:

F(z) = / £(t)dt

&



ROZKrAD NORMALNY

* Prawdopodobienstwo mozna wyznaczycC jako powierzchnie
pod krzywa normalna:

&)



ROZKrAD NORMALNY

* Dystrybuanta f(x) standardowego rozkiadu normalnego dla

X = 0 jest stablicowana. Dla x < 0 zachodzi F(x) = | — F(—x).

»  Aby wyznaczy¢ prawdopodobienstwo, ze zmienna X, ktdra ma rozktad
normalny przyjmie wartosc¢ z przedziatu (a,b) mozna skorzystac ze wzoru:

o))
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ROZKrAD NORMALNY

Tablica 2. Dystrubuanta F'(x) rozkladu normalnego N(0, 1)

T 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 50000 50399 50798 51197 51595 51994 52392 52790 53188 53586
0.1 53983 54380 54776 55172 55567 55962 56356 56749 57142 57535
0.2 57926 58317 58706 59095 59483 59871 60257 60642 61026 61409
0.3 61791 62172 62552 62930 63307 63683 64058 64431 64803 65173
0.4 65542 65910 66276 66640 67003 67364 67724 68082 68439 68793
0.5 69146 69497 69847 70194 70540 70884 71226 71566 71904 72240
0.6 72575 72907 73237 73565 73891 74215 74537 74857 75175 75490
0.7 75804 76115 76424 76730 77035 77337 77637 77935 78230 78524
0.8 78814 79103 79389 79673 79955 80234 80511 80785 81057 81327
0.9 81594 81859 82121 82381 82639 82894 83147 83398 83646 83891
1.0 84134 84375 84614 84849 85083 85314 85543 85769 85993 86214
1.1 86433 86650 86864 87076 87286 87493 87698 87900 88100 88298
1.2 88493 88686 88877 89065 89251 89435 89617 89796 89973 90147
1.3 90320 90490 90658 90824 90988 91149 91308 91466 91621 91774
1.4 91924 92073 92220 92364 92507 92647 92785 92922 93056 93189

B




ROZKEAD NORMALNY —
WY ZNACZANIE PERCENTYLI

» Jaka jest wartos¢ 60-tego percentyla w rozktadzie normalnym!?

» Ups...W zasadzie nie ma takie] wartosci w tablicy.

» (Gdzies pomiedzy 0,25 a 0,26 (a tak naprawde 0,2533) .

z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 | 0,06 0,07
0,0 || 0,5000 | 0,5040 | 0,5080 | 0,5120 | 0,516 5185 39

0,1 || 0,5398 | 0,5438 | 00,5478 | 0,5517 7 | 0,5596

0,2 || 0,5793 | 0,5832 | 0,5871 | 0,5910 0,5987

0,3 | 0,6179 | 0,6217 | 0,6255 | 0,6293 0,6368

0,4 | 0,6554 @ 0,6591 | 0,6628 | 0,6664 st :

0,5 || 0,6915 | 0,6950 | 0,6985 | 0,7019 | 0,7054 | 0,7088 | 0,7123 | 0,7157
0,6 || 0,7257 | 0,7291 | 0,7324 | 0,7357 | 0,7389 | 0,7422 | 0,7454 | 0,7486
0,7 || 0,7580 | 0,7611 | 0,7642 | 0,7673 | 0,7704 | 0,7734 | 0,7764 | 0,7794
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ROZKrAD NORMALNY

* Dla zmiennej losowej o rozkfadzie N(J,0) obowigzuje prawo trzech sigm:

P=68% P=95% P=100%
w 0 0
=] =] S
< <
=] o S
@ ™ ]
o o o
= = =
2 & 2
[
(a] o (=]
N N N
o o =)
S 5 S
=) o J \ o
o o [ =
L 2 0 2 4 -4 -2 0 2 4 -4 2 0 2 4
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ROZKEAD NORMALNY —
PRZYKLAD

» Doswiadczenie polega na badaniu czasu snu pacjentow chorych na
pewng chorobe,

* Przyjmujemy, ze czas snu ma rozktad normalny ze srednig 500 minut |
odchyleniem standardowym 20 minut.

* Dtugosc snu uwaza sie za prawidtowa, jezeli
miescl sie w przedziale (460, 520).

» Jaki jest odsetek pacjentow o prawidtowe

dtugosci snu?

Bl



ROZKEAD NORMALNY —
PRZYKLAD

* Wykonujemy obliczenia wedftug wzoru:

P{X c (460, 520)} __ 5 (5202—0500) F (4602—0500)

= 21} — (7]
Odsetek
pacjentdw =AY A=) o 2] — 1

O prawidtowe]
dtugosci snu
wynosi 82%.

= 0.97725 + 0.84134 — 1 = 0.81859.
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ROZKEAD NORMALNY —
PY THON

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np
mu, sigma = 0, 0.1 e
s = np.random.normal (mu, sigma, 1000)
count, bins, ignored = plt.hist(s, 30, normed=True)
plt.plot (bins, 1/ (sigma * np.sqgrt(2 * np.pi)) *
np.exp( - (bins - mu)**2 / (2 * sigma**2) ),
linewidth=2, color='r"')
plt.show ()




