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Regresja

Regresja to metoda statystyczna pozwalajgca na badanie zwigzku
pomiedzy zmiennymi i przewidywanie na tej podstawie nieznanych
wartosci jednej zmiennej (zmiennej objasnianej) na podstawie znanych
wartosci innych zmiennych (zmiennych objasniajacych).
Zastosowanie sklada sie z dwaoch etapow:

1) konstruowanie modelu (uczenie) — znalezienie funkcji (w postaci
wzoru matematycznego, algorytmu, drzewa decyzyjnego) opisujace]
zaleznosc, oraz doboru wspotczynnikow tej funkcji tak aby jak
najlepiej pasowata do danych z proby.

2) zastosowanie modelu — uzycie skonstruowanego modelu do

danych, w ktoérych znamy tylko zmienne objasniajace, w celu
wyznaczenia wartosci oczekiwanej zmiennej objasniane,;.



Regresja

Model (funkcja) regresji przybiera zwykle postac:

Y=f(X,B)+e

Y - zmienna objasniana
X - wektor zmiennych objasniajgcych (predyktorow)

B - wektor wspotczynnikow
€ - btad losowy



Regresja liniowa

Model ma postac funkcji liniowey:

Y=f(X,B)+e WW) y=Db,+b,x,+b,x,+..+¢
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Regresja liniowa - uczenie

1) Zdecydowali$my o postaci funkcji Yy=b,+b x+¢

2) Znamy pewien zbior par zdarzen zmiennych losowych x, y
3) Chcemy miec jak najmniejsze btedy &

4) Nie znamy wspotczynnikéw b, ,b,



Minimalizacja btedu
Sredniokwadratowego

Algorytm minimalizacji btedu Sredniokwadratowego umozliwia
analityczne rozwigzanie problemu doboru wspotczynnikow funkcji
liniowe,.

y=b,+b x, +¢

E:y—(b0+b1x)
k=.3

k=1
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Minimalizacja btedu
sredniokwadratowego (c.d.)
i n
E<bo,b1):£\5}':2( —(b,+b xk)) =

E<bo:b1)zz (bix2+b0—2yb0—2xyb1+2b0b1x+y2)

Dla ekstremum (minimum) pochodne muszg byc¢ zerowe:

b, x+b K=Y y=0
)4

S—bE:Z(2b1x2—2xy+2b0x):O \ blzx2+boz x—z xy=0
1

g—i:Z(Zbo—2y+2b1X)=O

Praca domowa: sprawdz czy w wywodzie nie ma btedu |
wyprowadz wartosci wspotczynnikow bl i bO z uktadu rownan.



Regresja liniowa - rozwigzanie

y=b,+b, x, +¢ S




Wielowymiarowa regresja liniowa

y=b,+b,x,+b, x,+...+¢€
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Regresja funkcjg wielomianu
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Funkcja jest nadal liniowa wzgledem wspotczynnikéw b.
Mozna wiec rozwigzac¢ problem analitycznie stosujac
minimalizacje btedu Srednikwadratowego!
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Regresja liniowa I nieliniowa

y=bytb, fi(x;, X, ) +byf, (X}, Xy )+t

Funkcja jest nadal liniowa wzgledem wspotczynnikow b. Ma rozwigzanie
analityczne stosujgc minimalizacje btedu Srednikwadratowego.

— b ebzx € PV N Przyktad funkciji nieliniowej, ktérg
y— 1 D : 7 & .
mozna poddac linearyzacji. Mozna
V,Z znalezC rozwigzanie analityczne

— stosujgc minimalizacje btedu
ln (y) _ ln (bl ) + b2 X+ ln ( € ) Srednikwadratowego logarytmow.

Przyktad funkcji nieliniowej wzgledem

bl X wspotczynnikow b. Rozwigzania poszukujemy
y ——-+4E metodami numerycznymi, z wykorzystaniem
b2+ X algorytmow optymalizacji numerycznej

(minimalizacji btedu).
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Regresja logistyczna

0.2t

Regresja logistyczna — jedna z metod regresji uzywanych
w statystyce w przypadku, gdy zmienna objasniana jest na
skali dychotomicznej (przyjmuje tylko dwie wartosci).

Zwykle wartosci zmiennej objasnianej wskazuja na
wystapienie, lub brak wystgpienia pewnego zdarzenia, ktore
chcemy prognozowac. Regresja logistyczna pozwala
wowczas na obliczanie prawdopodobienstwa tego zdarzenia
(prawdopodobienstwo sukcesu).

Formalnie model regres;ji logistycznej jest uogolnionym

modelem liniowym, w ktérym uzyto logitu jako funkcji
wigzgace,.

https://pl.wikipedia.org/wiki/Regresja_logistyczna



Frabability of passing exam

Probability of passing exam versus hours of studying

Hours studying
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Regresja logistyczna - logit

_Szar.1$a (Odds) jest definiowana Od ds(p) — p
jako: 1— p
Logit to funkcja przeksztatcajgca . p
prawdopodobienistwo na logit(p) = In
logarytm szansy: l-p
1
Funkcja odwrotna logitu: p = ~logit(p)
1
G= 1.0+
| _ P |
4.. logit(P) = ]Il[ﬁj 08-
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Regresja logistyczna - model

Logit nieznanego prawdopodobienstwa sukcesu p jest modelowany jako liniowa
funkcja zmiennej wilowymiarowej X:

p
1-p

logit(p) = In

) = b,+b, x,+...+b_x,

1

1+ e—(b0+b1x1+...+bn X,)

lub

S
|

W przypadku jednowymiarowym wspotczynnik
b, decyduje o przesunigciu funkcji w poziomie

natomiast b1 0 stromosci zbocza.




Python: przyktad regresji liniowej

# Przyktad dopasowania funkcji liniowej
# author: Piotr Szczypinski, 2015

from numpy import arange, array, ones, linalg
from pylab import plot, show

Przygotowanie danych przykladowych

= arange (0,10)

array ([ x, ones(10)])

[19, 20, 21.5, 22.5, 20.5, 23, 22, 24.5, 24, 25]

2L

Obliczenie wspdiczynnikdéw b
= linalg.1lstsgq(A.T, y) [O]

O == S IS
I

24t

# Obliczenie punktéw prostej 2|
line = b[0]*x + b[1]

# Rysowanie punktédw i prostej 2|
plot(x, line,'r-', x, y, 'o')
show ()




Python: regresja logistyczna

# Przyklad dopasowania funkcji odwrotnej do logit
# author: Piotr Szczypinski, 2015

from numpy import arange
from scipy.optimize import curve fit
from pylab import plot, show

# delogit - funkcja odwrotna do logitu
def delogit(x, b0, bl):

e = 2.71828182846

return 1.0 / (1.0 + e**(-(b0 + bl*x)))

1.0 . [ ]

przygotowanie danych
= arange (0, 14)
= (o, o, 0, 0, 0,1, 60,1,60,1, 1, 1, 1, 1]

0.8 [

08}
uniwersalna funkcja dopasowania krzywej

, pcov = curve fit(delogit, x, y)

O =+ OM e

04

# wyrysowanie wyniku
line = delogit(x, b[0], b[1]) i
plot(x, line, 'r-', x, y, 'o') ]
Show ( ) 0.0 [ : . o . . 0 O
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