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ROZKr AD PROBKOWY

* Parametry (statystyki) probki sg zmiennymi losowymi
poniewaz zmienliajg sie z probki na probke.

» W konsekwenc]l, statystyka probki posiada swoj wiasny

rozkiad, ktory nazywamy rozktadem probkowym.

- Rozktad probkowy, jak kazdy rozktad, ma srednig |

odchylenie standardowe, ktore w tym przypadku
nazywamy btedem standardowym.
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PRZY K AD

L osujemy (ze zwracaniem)
dwie kule.

FIGURE 9.1 THE POOL BALLS.

@ |

TABLE 9.1 ALL POSSIBLE OUTCOMES

WHEN TWO BALLS ARE SAMPLED WITH RE-
PLACEMENT

Outcome | Ball1 | Ball2 | Mean
1 1 1 1.0
2 1 2 1.5
3 1 3 2.0
4 2 1 1.5
5 2 2 2.0
6 2 3 2.5
7 3 1 2.0
8 3 2 2.5
9 3 3 3.0




ROZKEAD SREDNIE] DLA N=2 KUL

TABLE 9.2 TABLE 2. FREQUENCIES OF
MEANS FOR N = 2

Relative
Mean | Frequency Frequency
1.0 1 0.111
1.5 2 0.222
2.0 3 0.333
2.5 2 0.222
3.0 1 0.1

W tabell obok przedstawiono
czestotliwos¢ wystapienia
okreslone] wartosci Srednigj. Jest
to rowniez rozktad
prawdopodobienstwa
wylosowania dwoch kul, ktorych
Srednia wynosi x. Rozktfad ten
nazywamy rozktadem
probkowym sSredniej.



ROZKEAD PROBKOWY
SREDNIE

FIGURE 9.2 DISTRIBUTION OF MEANS FOR N = 2

Relative Frequency (Probability)

0.1

1 1.5

2 2.5
Mean

W ogdlnym przypadku
dos$wiadczenie polega na losowaniu
(ze zwracaniem) probki N kul. Dla
probki obliczamy Srednia. Losujemy
drugg probke N kul 1 znowu liczymy
| zapisujemy Srednig. Powtarzamy
doswiadczenie m razy | wyznaczamy
czestosc (prawdopodobienstwo)
wystapienia sredniej o okreslone)
wartoscl. Im wieksze m, tym bardzie|
otrzymany rozkfad bedzie

przypominat rozktad na rysunku.



ROZKEAD SREDNIE

* Rzucamy moneta n razy,n = 2, 7,25
* Powtarzamy eksperyment k razy, k = 0
* W kazdym powtorzeniu wyznaczamy Srednig liczbe wyrzuconych reszek

* Wyniki przedstawiamy na histogramie
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ROZKr AD PROBKOWY
7 AKRESU

- / -
TABLE 9.3 ALL POSSIBLE OUTCOMES KaZda S_ta-t>,/s-t>/|<a prObkl
‘F,’VLHAECNELVE'STBALLS ARE SAMPLED WITH RE- moze mlec FOZ|<Jfad
Outcome Ball 1 Ball 2 Range prébkowy e
1 1 1 0
2 1 2 1
3 1 3 2
4 2 1 1 TABLE 9.4 FREQUENCIES OF RANGES FOR
5 2 2 0 e
6 2 3 1 Range | Frequency | Relative Frequency
7 3 1 - 0 3 0.333
8 3 - 1 1 4 0.444
9 3 3 0 2 2 0.222




ENAC /ENIE PRAKTYCZINE

» Rozkiad probkowy ma podstawowe znaczenie dla wnioskowania statystycznego.

« W przyktadzie z bilami najpierw zdefiniowana byta populacja, a dopiero poznie
wyznaczalismy rozkfad probkowy srednie).

* W rzeczywistych badaniach proces jest odwrotny. Pozyskujemy probke danych,
wyznaczamy dla niej srednig | zadajemy pytanie, na ile ta srednia probkowa jest

blisko Srednim z innych probek lub Sredniej populacj.

» [e Informacje uzyskujemy bezposrednio z rozkfadu probkowego. Przykiadowo,
btad standardowy pozwala oceni¢ rozrzut srednich z réznych probek. Gdy bfad
ten jest maty, mozemy uznag, ze te srednie lezg blisko Sredniej] populagji.
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REGULA PIERWIAS TKOWA

» /aleznoSC pomiedzy zmiennoscig populacji a zmiennoscig
Srednie] dana jest wzorem

_ D
V/n

* /Zaleznosc ta zachodzl dla dowolnych rozktadow I ich

SE

Srednich.



CENTRALNE TWIERDZENIE
GRANICZNE

* Podsumowujac, mozna zaobserwowac trzy istotne wiasciwoscl rozkfadu
Srednie;
| )Wartosc oczekiwana jest zawsze rowna Sredniej z populagji.

2)Btad standardowy jest rowny odchyleniu standardowemu populagji
podzielonemu przez pierwiastek z n (licznos¢ proby).

3)Wraz ze wzrostem n, rozktad Sredniej zbliza sie do rozktadu normalnego.

* e trzy wiasciwoscl rozktadu Sredniej z proby pozostajg w mocy dla
dowolnego rozkiadu (dyskretnego I ciggtego).



CENTRALNE TWIERDZENIE
GRANICZNE

* Powyzszy rezultat stanowi Istote tzw. centralnego twierdzenia
granicznego (CT1G), ktore odgrywa niezwykle wazng role w
cafe) statystyce.

* W rzeczywistych problemach rzadko wiemy, jaki jest rozkiad
prawdopodobienstwa danych, z ktorymi mamy do czynienia.

S CIRG, nile |est to weale konlecznel



CENTRALNE TWIERDZENIE
GRANICZNE

* /najomosc Srednie) oraz odchylenia standardowego rozkfadu zblizonego do
normalnego pozwala wnioskowac nt. zbioru danych z bardzo duza doktadnoscia, a
rozkfad sredniej z proby jest zawsze w przyblizeniu normalny

- Ale uwaga:

- Obserwacje muszg byc niezalezne od siebie | reprezentatywne dla cate]
populagji (M. Kac)

» CTG na zastosowanie do rozktadu sredniej z proby, niekoniecznie zas do
rozkiadu innych miar statystycznych

» Minimalna licznos¢ proby n potrzebna do ,,uzyskania” rozktadu zblizonego do
normalnego jest umowny (25, 30, 50...7).
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| |ICZNOSC PROBY

* W rzeczywistoscl, to czy stosujemy odpowliednio duze n zalezy od tego, jak blisko
rozktadu normalnego jest rozktad prawdopodobienstwa populagjl.

* W przypadku, gdy ten rozktad jest bliski normalnemu, juz n = 2 moze by¢
wystarczajace.

* W przypadku rozktadow o znaczacym 4 A
przesunieciu wartosci Sredniej w
stosunku do wartosci modalnej,

n = 50 moze byc¢ niewystarczajace.

Negative Skew Positive Skew



PRZYKEAD # |
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PRZYKEAD #2
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PRZYKEAD #2, CD.




CITGW ZASTOSOWANIACH

Rozktad danych mozna wyobrazi¢ sobie stosunkowo fatwo — obserwacje mozna
wizualizowac za pomoca wykresdw, tabel, zestawien liczbowych.

Znacznie trudniej jest mowic o rozkfadzie sredniej z wielokrotne seri
eksperymentdw ( 100k rzutdw monetg), poniewaz w praktyce taki

eksperyment wykonuje sie raz.

Nalezy pamietac o tym, ze przy kazdym takim hipotetycznym powtdrzeniu, srednia
(lub Inny estymator) bedzie inna, poniewaz inna jest proba losowa z populagjl.



ROZKr ADY Z PROBY

» Rozktady z proby sg na ogdt hipotetyczne — nie mozna ich wizualizowac na
podstawie danych pomiarowych lecz co najwyzej z zastosowaniem
symulacji komputerowe.

» Statystyczne metody analizy rozktadow z proby pozwalaja jednak
oszacowac zmiennos¢ estymatorow oraz to, czy kolejne eksperymenty
potwierdza wnioski wyciggniete na podstawie dostepnej pojedyncze] proby
losowe.

» To z kolel pozwala odpowiedziec na pytanie, na ile doktadne jest
uogolnienie wiedzy wydobytej z proby w stosunku do cate] mozliwe
populacjl.
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ROZKEAD Z PROBY —
PRZYKYAD # |

/Zgodnie z danymi NCHS poziom cholesterolu we

krwi dla mezczyzn w USA wynosi srednio 21 | mg/d|,
odch. stand. 46 mg/dl.

Eksperyment polega na pomiarze poziomu
cholesterolu dla proby 25 mezczyzn,

B et p-siwo, z€ Sredniadla . HO™3 7 °

Droby wyniesie powyze| 230 mg/dl?

2]



PR VIt AD # 1T

Procedura wyznaczenia p-stwa z uzyciem CI1G:
1) Wyznaczy¢ blad standardowy: SE = SD/+/(n)

2) Whykresli¢ krzywa normalng aproksymujaca rozktad z proby
3) Ustandaryzowac zmienng losowa z = (x — M)/SE

4) Wyznaczyc pole powierzchni pod krzywa odpowiadajace zakresowi

zmienng), dla ktorego chcemy wyznaczy¢ p-stwo (uzycie tabel lub programu
komputerowego)

L)



PR YK AD #1110

Btad standardowy
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Po narysowaniu wykresu ustalamy w
Jjakie] odlegtosci od sredniej znajduje
sie poszukiwana wartos¢ poziomu
cholesterolu.

230 — 211

— i
9.2

P-stwo, ze w rozkfadzie normalnym
zmienna przyjmie wartos¢ oddalong
o 2.0/ odchylenia standardowego
od sredniej wynosi |.9%.
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PRZYKEAD # |, CD.
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POROWNANIE Z POPULACIA

* Nalezy zauwazyc, ze otrzymany wynik jest znaczaco rozny od
procentu populagji z poziomem cholesterolu powyzej 230.

 Udziat ten wynosi 34% poniewaz wartosc¢ 230 jest oddalona
o 0.4 odchylenia standardowego powyze| srednie.

» Srednia dla prébki jest znacznie mniej zmienna niz zmienno$¢
pojedynczych obserwac)i w obrebie cate] populacji.
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WYZNACZANIE
PRZEDZIAL OW UFNOSCI

 / zastosowaniem CTG mozna m.in. znacznie proscie
wyznaczyC przedziaty ufnosci estymatorow rozktadu

dwumianowego dla jednorodnej proby danych nominalnych
niz z uzyclem wzoru Bernoulliego.
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ER T K AD #.2 — PERCENTES

* Stawiamy pytanie: w jakich granicach poziomu cholesterolu
znajdzie sie 95% srednich z proby!

* Btad standardowy jest rowny 9.2.

» Odpytujemy pythona, ile wynosza percentyle rzedu 2.5 oraz

97.5 dla rozktadu normalnego:
Jak widad, dla zmienngj o
g ©)
>>> scilpy.stats.norm.ppf (0.975) rozHadzmanornuﬂnynw95/6

1.959963984540054 ‘ wartosci miesci sig W
e odlegtosci .96 odchylenia

standardowego od Sredniej.

>>> scilipy.stats.norm.ppf (0.025)
-1.9599639845400545

LT



PR YK AD #2, 0

* Wykonujemy obliczenia

211 —1.96-9.2 = 193.0
2L = LB 82 = 2200

» 95% srednich z prébki miesci sie w przedziale od
|93 mg/dl do 229 mg/dl
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PRZYKEAD #3

» /mnigjszamy licznos¢ proby do n = 10 1 znowu pytamy o
prawdopodobienstwo tego, ze srednia wartos¢ poziomu
cholesterolu w probce bedzie wynosi¢ powyzej 230.

=0 =5

46 46

V25

=

2
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PR YK AD #3530

Okazuje sie, ze teraz wartosc 230 jest oddalona od Sredniej jedynie
o |.3| odchylenia standardowego (w stosunku do 2.0/ dla n = 25).

P-stwo wylosowania wartoscl oddalonej o |.31 odchylenia
standardowego powyzej Srednie] wynosl 9.6%.

Szansa uzyskania wartoscl Sredniej z proby powyze) 230 jest wiec
prawie Sx wieksza w mnigj licznej probie (1.9% dla n = 25).

30



EKSPERYMENTY #1-3 —
PODSUMOWANIE

-- Przedziat 95% Szeroko$¢ przedziatu

45 (182.5,239.5)
25 9.2 (193.0,229.0) 36,0
50 6.5 (1982,223.8) 25.6

» Szerokosc przedziatu 95% zmniejsza sie — o jaki wspotczynnik?
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PRZYKEAD #4

* Jaka powinna byc¢ licznos¢ prébki, aby zapewnic, ze 95% srednich z

brobki nie bedzie odchylone od sredniej z populac)i bardzie) niz o 5
mg/dl!

» Jak widzielismy, 95% obserwagji lezy w zakresie +1.96 odchylenia
standardowego od Srednigj, a zatem:

1.96 - SE = 5
SE =5/1.96

32



PR YK AD #4, T

/ kolel bfad standardowy jest powigzany z odchyleniem standardowym
populacji regutg pierwiastkowa;

5 _SD
1.96 /n

1.96

e
T, = )L

Poniewaz nie da sie wylosowac 325.1 osob, licznos¢ proby musi
wyniesc 326.
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FRLYKLAD #o — Db
WPRAWY

» Jaka powinna byc licznos¢ proby, aby zapewnic to, ze 90% sredniych z probki nie
bedzie odchylona od Sredniej z populagji wiecej niz o 10 mg/dl?

* Dla rozktadu normalnego istnigje 90% p-stwo, ze zmienna losowa bedzie odchylona
nie bardziej niz o |.646 odchylenia standardowego od Srednie.

« Czyli chcemyaby 1.645-SE =10

- Wykonujemy obliczenia:

10 46 ok ,
s e roba powinna
o obejmowac 53

n=57.3 o

B2



